Teoreticka ¢ast - 3.6.2021

1. (a) Definujte metricky prostor, tplny metricky prostor a kon-
traktivni zobrazeni (3 body).

(b) Zformulujte a dokazte Banachovu vétu o kontrakei (3 body).

(c) Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:

i.

ii.

necht (M,p) a (X,d) jsou metrické prostory, potom
zobrazeni ¢ : (M x X) x (M x X) — R definované
jako ¢((a,z), (b,y)) = p(a,b) + d(z,y) je metrikou na
mnoziné M x X,

necht (M, p) a (X,d) jsou metrické prostory, potom
zobrazeni ¢ : (M x X) x (M x X) — R definované
jako ¢((a,x),(b,y)) = p(a,b) - d(z,y) je metrikou na
mnoziné M x X.

(2 body).



2. (a) Definujte ¢iselnou fadu a jeji soucet (2 body).

(b) Zformulujte Abelovo a Dirichletovo kritérium, podilové kri-
térium a odmocninové kritérium konvergence fad (3 body).
(¢) Rozhodnéte o platnosti néasledujicich tvrzeni:
i. existuje posloupnot {a,}>2; realnych ¢isel takova, ze
v oo . ~v o0 2 . .
fada )" | a, konverguje a fada )~ a; diverguje,
ii. existuje posloupnot {a,}>2, kladnych ¢isel takové, ze
fada > | a, konverguje a fada > - a2 diverguje,
iii. existuje posloupnot {a,}°°; redlnych &isel takova, 7Ze
~ oo 2 . ~v o0 . .
fada )~ a; konverguje a fada )~ a, diverguje,
iv. existuje posloupnot {a,}5°; kladnych ¢isel takova, 7e
fada "7 | a2 konverguje a fada > - | a, diverguje.
Vse radné zdavodnéte (3 body).



3. (a) Definujte oby¢ejnou diferencialni rovnici a FeSeni obycejné

diferencialni rovnice (2 body).

(b) Zformulujte vétu o feSeni rovnice se separovanymi promén-
nymi (2 body).

(c) Zformulujte a dokazte vétu o feSeni linearni rovnice 1. fadu
(3 body).

(d) Necht ¢,1 : R — R jsou spojité funkce a necht f a g jsou
feSenimi rovnice

Y + oy =1

na R splhujicimi f(1) = g¢(1). Za pomoci véty o TeSeni
line4arni rovnice 1. fadu dokazte, ze f = g na R (1 bod).



